Kinematika hmotného bodu. RLC obvody.

Jan PRACHAR
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1 Derivace a integraly

Pro potteby vykladu si potfebujeme nadefinovat pojmy derivace a integral nebo je alespoii intuitivné
pochopit.

1.1 derivace

Necht je dana funkce f(x), definovana v jistém okoli bodu z. Na velice kratkém tiseku Az miZeme
povazovat funkci f(z) jako linedrni, proto miZeme napsat
Ay _ f(zo+ Az) — f(2)

Az Ax =fga

Derivaci v bodé& zg, dostaneme tak, Ze Az poloZime nekoneéné blizko nule, takto si asi intuitivné pied-
stavujete limitu.

teéna v bodé xg
fleo+Az) b———————=

f@o) p==—=-~-

To o+ Az

Definice 1.1 (derivace v bodg&) Je-li funkce [ definovdna v okoli bodu g, potom derivaci funkce f v bodé
zq je Cislo
Py = Y| = g fE0tAD) = f@),

dz|. ~— Az=o Az
Zo

Intuitivné je jasné, Ze v bodé xy derivace neexistuje, pokud v ni funkce f neni definovana, neni spojita
nebo je ,ostrd“. Geometricky vyznam derivace je, Ze je smérnici té¢ny kiivky grafu funkce f v bodé zg.
Dale nam udava, jak rychle funkce f roste. Je-li kladna je funkce rostouci, je-li zaporné, je klesajici a
je-li rovna nule nabyva funkce f lokalniho extrému.

Definice 1.2 (derivace jako funkce) Je-li f funkce, kterd md derivaci f'(x) v kaZdém bodé x jisté mnoZiny
M C Dy, potom je na mnoziné M definovdne funkce, kterd kaZdému x € M prifazuje prdvé jedno cislo

f'(x):

dr Az-o0 Az
Pfi referatu vam jako pfiklad ukazu vypocdet derivace funkce z™. Derivace v8ech elementarnich funkci
jsou uvedeny v tabulkich, proto se nemusime pokazdé zatézovat jejim vypoctem.
Vypocéet derivace se nazyva derivovani. Obecné muZzeme dostat n-tou derivaci funkce f, pokud ji
nkrat zderivujeme.
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1.2 integral

1.2.1 neurcity integral

Definice 1.3 Necht f je funkce, jejiz definiéni obor obsahuje interval (a,b). Funkce F : (a,b) — R se
nazgvd primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b), privé kdyz plati

F'(z) = f(z) V= € (a,b).
Primitivni funkce je neurdity integréal funkce f, piSeme
/f(x)dx = F(z) + ¢,
kde ¢ je integraéni kontanta (libovolné realné &islo). Vypoclet integralu se nazyva integrovani a je to

inverzni operace k derivovani. K dané funkci f hladame takovou funkci, aby jeji derivace byla rovna f.
Primitivni funkce k elementarnim funkcim jsou také uvedeny v tabulkach.

1.2.2 urcity integral

Mé&jme danu funkci f spojitou na intervalu (a,b). Interval (a,b) rozdélime body zi,...,z,_1 na n
intervalt délky Az = I’_T“ V kazdém i-tém intervalu vezméme funkéni hodnotu f(z;_;) a oznacme

a = xg, b = ©,, potom utvofme soucet
n

Z f(zi—1)Az,

i=1
jehoZz vyzam je z obrazku jasny. Chceme-li znat obsah plochy pod grafem funkce f nechame n jit k
nekoneénu. S rostoucim n se zmensuje Az a stile pfesnéji dostdvame hledany obsah, limitné obdrzime
tento obsah pfesné.

M7 7% % /

7. 4

a r1 T2 I3 T4 I35 Tg X7 b a b

Definice 1.4 Urdcity integrdl funkce f od a do b je ¢islo
b n
/ flx)dz = nlLrI;OZf(mi,l)Ax.
a i=1

Véta 1.1 (Newtontiiv-Leibniziiv vzorec) Necht f je funkce spojitd na intervalu {(a,b) a necht F je funkce
k ni primitivng na tomto intervalu pak plati

b
/ f@)de = F(2)|% = F(b) - F(a).

Tento vzorec dava do souvislosti uréity integral s neuréitym a pouZiva se k vypoétim uréitého integralu.
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2 Kinematika hmotného bodu

Kinematika'! odpovida na otazku, jak se t&lesa pohybuji. Téleso budeme nahrazovat hmotnym bodem.

Definice 2.1 Hmotny bod, ktergm nahrazujeme téleso, je myslenkovy model, ktery md stejnou hmotnost
jako téleso, ale md nulové rozméry.

2.1 Vztaina soustava
Definice 2.2 Inercidlni vztaznd soustava, je vztaind soustava, kterd se vici télesu pohybuje rovnomeérné
primocare.

Definice 2.3 Neinercidlni vztaind soustava, je soustava, kterd se vici télesu pohybuje se zrychlenim.

2.2 Poloha hmotného bodu

Polohu bodu v dané vztaZzné soustavé popisujeme pomoci polohového vektoru + v dané soustavé
soufadnic spojené se vztaznou soustavou. V pravouhlé soustavé soufadnic plati

7 =r =22 + 9% + 22,

kde z, y, z jsou soufadnice vektoru 7. V soustavé zobecnénych soutfadnic ¢y, ..., ¢, definujeme metricky
tenzor 57 oF
7 7

Guy = — + — 2.1

T 0gu 9 21)

Velikost elementu d7* potom dostaneme jako
n
(ds)” = ) Guy.datda®. (2.2)
u,v=1

Jako pfiklad uvedme pravothlou soustavu soufadnic v roving, kde ¥ = (q1, ¢2). Z definice (2.1) postupné

dostavame G171 = (g—g:; g—gf) . (g—g:;g—gf) =(1,0)-(1,0) =1, G112 = (g—gi;g—gf) - (g—g;;g—gz) = (1,0) -

(0,1) = 0, obdobné dostaneme pro G21 a G2 . Metricky tenzor mé tedy tvar

10
G"”:<0 1)'

Ze vztahu (2.2) dostaneme dobie znamé (ds)?> = (dx)? + (dy)?. V polarnich rovinnych soufadnicich, kde
polohovy vektor mé tvar ¥ = (g1 cos g2, g1 Sin ¢2), obdrzime takovyto metricky tenzor

1 0
Guv: '
<0 q%)

Je vidét, ze metricky tenzor zavisi na soufadnici, povazujeme-li tedy tyto soufadnice za kartézské,
nahradime euklidovskou rovinu rovinou zakfivenou. Ze vztahu (2.2) dostavame (ds)? = (dr)? + (rdy)>.

Pfechazime-li ze vztazné soustavy soufadnic S’ do vztazné soustavy soufadnic S, kde soustava S’ ma
v daném ¢asovém okamZiku posunut poéatek o vektor 7, pohybuje se vii¢i soustavé S rychlosti 7, se
zrychlenim dg, rotuje thlovou rychlosti & s tthlovym zrychlenim &, transformuji se nam vektory 7/, ¢/,
a' soustavy S’ takto

-

F=ro+7"; T=0x7 +0" +v; a=20x0" +3x @ x7")+&x7 +a’ + ao.

1z ¥eckého kivew
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2.3 Trajektorie a draha hmotného bodu

Definice 2.4 Trajektorie pohybu damého hmotného bodu je mmnoZina vsech koncovijch bodi polohového
vektoru 7.

Definice 2.5 Drdha hmotného bodu je skaldrni veli¢ina, kterd vyjadiuje délku trajektorie, kterou hmotny
bod opise za uréitou dobu

s0) = | 1471

Podle tvaru trajektorie rozlisujeme pohyby pfimocaré (¢ast pfimky) a kiivoéaré.

2.4 Rychlost hmotného bodu

Uvazujme pohyb hmotného bodu po trajektorii vyznacené na obrazku. Pfedpoklddejme, Ze v Case ¢
je hmotny bod v bodé A, v ¢ase t + dt v bodé A'.

Rychlost hmotného bodu definujeme pomoci elementu df.

Definice 2.6 Vektor okamZzité rychlosti hmotného bodu v case t je

Vektor rychlost lezi tedy v te¢éné k trajektorii a ma smér vektoru dr.

2.5 Zrychleni hmotného bodu

Obdobné jako rychlost definujeme zrychleni pomoci elementu dv, ktery ma vyznam zmény rychlosti.

Definice 2.7 Vektor zrychleni hmotného bodu v case t definujeme vztahem

dv

w_i 2.4
5 =0 (2.4)

-
a =

Ze vztahu (2.3) dostdvame @ = 7. U kiivo¢araho pohybu je vhodné rozlozit vektor okamzitého zrychleni
@ do dvou navzajem kolmych sméri — na teéné zrychleni a normélové zrychleni.
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Vztah (2.3) pfepiSeme do ekvivalentniho tvaru

o
[y

=
v = )

=L

ar| &
dt| |4
dF dF

kde jednotkovy teény vektor (E) / ( ED nazvéme 7. Z definice 2.5 drahy |j—’;| = §. Pro rychlost mame

tedy vztah ¥ = s - 7, ktery zderivujeme podle ¢asu

g5

- .._.+.‘_. _.+d7_—' .9 d’?
Aa=8T+sT=8T+s—§=45" - —.
ds ds
VyuZijeme vztahu
dar _#
ds R’
kde 77 je normélovy vektor a R polomér k#ivosti. Pro zrychleni dostaviame
2 >
=587+ — i+ 0b, (2.5)

kde ¢len §7 odpovidd normalovému zrychleni @,, ¢len % - 71 odpovida zrychleni te¢nému d; a €len 0b
odpovida zrychleni binormélovému?. Dodejme je¥té, Ze velikost te¢ného zrychleni vyjadiuje zménu ve-
likosti rychlosti a velikost normalového zrychleni vyjedfuje zménu sméru rychlosti. Vynasobime-li vek-
torové obé strany rovnice (2.5) vektorem o, dostaneme

oL 1 s
Uvxd= —=-(0),
= (@)
po upravé dostavame vztah pro polomér kfivosti
1 (7 x )2
R2 (1:52)3

2.6 Transformace vektoru v, Vv a 3 pFi zaméné soustavy soufadné

V tomto vykladu budeme pouZivat Finsteinovu sumacéni konvenci. Vyskytne-li se ve vyrazu néjaky
index pravé dvakrat, budeme tim rozumét sumaci pies tento index, aniz bychom vypisovali sumaéni znak
a sumacni meze. Nebude-li feéeno jinak, budeme v§ude rozuméti sumaéni meze od 1 do 3 (trojrozmérny
prostor).

Mgjme danu soustavu soufadnic z,(gz) (pfipadné zadanou jako gs(z,)). Polohovy vektor méa tvar
7 = (21; 22; 23). Definujme kovariantni bazi jako

or
940

2binormalovy vektor definujeme jako b=7x 7, je tedy kolmy na teény i normalovy.

(2.6)

-
€ =
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ktera ma vyznam smérnici teéen soufadnice q,. Dale definujme kontravariantni bazi

€* = grad ¢, (2.7)
Ze vztahu (2.1) plyne, Ze pro metricky tenzor plati

Guy = €y - €y. (2.8)
Podobné G"? = &" - €". Dale budeme uzivat vztah

e85 = 0ap5. (2.9)

Méjme vektor definovany jako A=A, = A°¢,. Vynasobme obé strany vztahu vektorem €3, dostaneme
/fé’g = A,€%€3. Pro jeho slozku A, potom dostavame ze vztahu (2.9) A, = Ae, = ABEse, a ze
vztahu (2.8) obdrzime

Ay = GopAP. (2.10)
Pro slozku vektoru rychlosti miizeme napsat v® = ¢’ - €%. Ze vztahu (2.7) plyne v® = % - grad q,, tedy
v = {a. (2.11)
Ze vztaht (2.10) a (2.11) ziskdme
Vo = Gapgs. (2.12)
Zderivovanim vztahu (2.2) podle ¢asu obdrzime
v* = Gapdsdas (2.13)

coz parcialné zderivujeme podle éasové derivace soufadnice % = Gopqs + Gapgs. A ze vztahu (2.12)
dostavame dilezity vzorec pro slozku kovariantniho vektoru rychlosti

o [v?
- (). 2.14
7 9 ( 2 ) (214
Pro slozku vektoru zrychleni plati
W di or
*T At 9gn
Podle vzorce udv = d(uv) — vdu dostavame
d or d or

SR (7 i R, i 2.15
G = 1t (U aqa> Y4t 0qa (2.15)

prvni ¢len upravime pomoci vztahi (2.6) a (2.14)
Aoy _dp 4 d 0 (@
dt 0qo ) dt YAt dt Oy \ 2

dor 0 (pdry _dro . 9, . 0
v dt 8¢ Oqa LT

Druhy ¢len upravime na

kde ¥ - %'D’ = % (g) Dosadime do (2.15) aq = & - 52 (%) - = (%), celkové tedy dostavame

vztah pro slozku konvariantniho vektoru rychlosti

d 0 0 v2
= (335 ~20r) (3)° (210

8 .. 8 ._98 ) i
dxq’ Oag’ g
4Kroneckerova symbolu §;; pouZivame pro matici, pro ni# plati §;; = 1 pro i = j, d;; = 0 pro i # j.

3Qperator gradient grad piifazuje skalafe vektor a definujeme ho jako grad = (
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Je-li baze ortonormaélni, tzn. Ze soufadnice jsou na sebe kolmé, nerozli§ujeme kovariantni a kontravari-
antni vektory. Slozku vektoru si definujme jako

1
Af = hoAY = —A,5
(63 h h

[e3
Protoze plati A, = GapA”, dostavame h,A® = hi - GopAP, potom ale musi také platit h,A® =
hi - Gaa A%, protoze Gop = 0 pro o # f v ortonormélni béazi, z toho obdrzime

ho = vVGaa-
Pro slozku vektoru rychlosti a zrychleni tedy dostavame

. 1 d 9 0 v? N 1 a (v?

at=—— (= — - ) (= V= — — (= (2.17)
VGaa \dt 04 0qa) \ 2 VGaa 0Oda \ 2

Jako ptiklad si ukdZzeme jak vypadaji vektory rychlosti a zrychleni v rovinnych polarnich soufadnicich.

ProtoZe se jedna o ortonormalni bazi budeme vychazet ze vztahid (2.17). Ramenu r pfifadime index 1 a

ihlu ¢ index 2. Polohovy vektor méa tvar ¥ = (r cos @, r sin @), metricky tenzor jsme si uz spodcitali jako

Guv = ( (1) qO2 ) - Pro rychlost tedy plati
i

v =72 472 p2,

Nyni spoéitame jednotlivé slozky vektort ¥ a a.

vy = %%(7’“2 +7r2p%) =7 (2.18)
Vo = % %%(7’“2 +r2?) =rp (2.19)
ap = (% : % - %) %(ﬁ +1r2%) = F — r? (2.20)

2.7 Druhy mechanickych pohybi

Zde uvadim tfi nejjednodussi druhy pohybi.

2.7.1 rovnomérny p¥imocary pohyb

Definice 2.8 Rovnomérng piimocary pohyb, je pohyb pti kterém se wvektor rychlosti ¥ hmotného bodu
s casem meméni

v =0.
Pro vektory polohy, rychlosti, zrychleni a pro drahu plati

—

a=0, ¥=const., F=4t+7y, s=uvt+ So.

2.7.2 rovnomérné zrychleny pf¥imocary pohyb

Definice 2.9 Rovnomérné zrychlengy pohyb, je pohyb p¥i kterém se vektor tecného zrychleni d; hmotného
bodu s casem meméni

dt - 6,
vektor normdlového zrychleni je nulovy

an = 0.
Pro vektory polohy, rychlosti, zrychleni a pro drahu plati

1 1
a = const., U =dt+ vy F:§6t2+ﬁot+F0, s:iatQ—l—vgt—kso.

5y tomto vztahu nesumujeme pfes o
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2.7.3 rovnomérny pohyb po kruZnici

Definice 2.10 Rovnomérny pohyb po kruznici, je pohyb p¥i kterém se vektor normdlového zrychleni a,
hmotného bodu s ¢asem neméni

_'n = 67
vektor tecného zrychlent je nulovy
a; = 0.
Pro vektor zrychleni z (2.5) dostavame
— /Uz —
a= —i.
R

Pro popis pohybu po kruznici pouZijeme polarni soufadnice, po¢atek soustavy bude ve stfedu kruZnice,
kterou opisuje polohovy vektor. Rychlost ma smérny teény kruznice, je tedy kolmé na polohovy vek-
tor. Rychlost hmotného bodu je rovna slozce ve sméru soufadnice ¢, pro jeji velikost dostavime ze
vztahu (2.19)

v=1¢,

kde ¢ oznalme thlovou rychlosti w. ProtoZe je vektor zrychleni rovnobézny s polohovym vektorem, je
velikost zrychleni rovna sloZce ve sméru soufadnice r, tedy ze vztahu (2.20) obdrzime

a=7—rp? = —Ruw?, (2.22)
protoZe jsme si definovali 7» = 0. Mezi vektory rychlosti a ithlové rychlosti plati
T=4d % T.

Zrychleni jsme si definovali jako konstantni, ze vztahu (2.22) tedy plyne, Ze je konstantni i w. Protoze
w = ¢ pro uhel opsany polohovym vektorem plati

p = wt + g
Z toho plyne, Ze rovnomérny pohyb po kruznici je pohyb periodicky.
Definice 2.11 Obéznd doba T je cas, za ktery polohouvy vektor © opiSe ihel ¢ = 27

Definice 2.12 Frekvenci definujeme jako

1
I=7
Z toho dtivodu miizeme také pro tthlovou rychlost napsat
2
w = Tﬂ- =2nf.

3 RLC obvody

Jako RLC obvody oznadujeme obvody, které maji odpor, kapacitu (kondenzator) a indukénost (civku).

3.1 Indukénost

Elektricky proud, ktery tece zavity civky, vytvafi vlastni magnetické pole s magnetickou indukci B.
Zavity civky potom prochézi magneticky indukéni tok ® = BS. Jestlize je civka v prostfedi s konstantni
permeabilitou, je tento indukéni tok pfimo tmérny proudu v civce

®=1LI

Konstanta imérnosti L zavisi na vlastnostech civky a nazyva se indukénost civky. Na civce se indukuje
napéti

do dI
T =

dt dt
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3.2 RLC obvod

Méjme obvod, v ném? jsou sériové zapojeny rezistor o odporu R, civka o indukénosti L a kondenzator
s kapacitou C. Pro rezistor plati U = RI, pro civku plati U = —L% a na kondenzatoru plati vztah
I= C%. Pro obvod dostavame rovnici

dar 1
U=RI+L—+—- [ Idt
+ dt+C / ’

kterou zderivujeme podle ¢asu a dostaneme
.. .1 .
LI+RI+5.T—U:0. (3.1)
Je-li R=0a U = 0, odpovida rovnice rovnici harmonickych kmitd mi + kx = 0, dostavame feSeni

S ( 1 t)
i =Iysin | —
m m Y
pfiCemz I, zavisi na pocaténich parametrech, tj. na jaké napéti byl nabit kondenzator, ihlova frekvence
je rovna

1
=7

Pro okamZité napéti plati vztah

u—\/£I cos(Lt>—U cos wot
- Cm \/ﬁ — Um oY,

obvodem tedy prochézi proud, ktery je za napé&tim opozdén, fazovy posun je —7. Elektromagnetické
kmitdni miZeme srovnat s mechanickym kmitdnim, odpovidaji si tyto veli¢iny: L ~ m, % ~ k, dale
okamzity ndboj na kondenzatoru ¢ ~ y, i ~ v, E, = 1ky ~ E. = 1 &, E, = ymv? ~ Ep, = $Li%,
F=Fky~ % = u. Elektromagnetické kmitani spoéiva ve vzajemné pfeméné magnetické energie civky a
elektrické energie kondenzatoru. Je-li odpor rezistoru nenulovy je kmitani tlumené.

Nyni uvazujme, Ze k obvodu pfipojime zdroj st¥idavého napéti U = U, sin wt, potom feSeni rovnice
(3.1) odpovida nucenému kmitani. Obvodem prochazi st¥idavy proud I, sin (wt + ¢o). Rezonance nastava
je-li w = wy, proud je potom nejvétsi. Rozeberme nyni obvody rizné st¥idavého proudu.

3.3 Obvod stiidavého proudu s odporem

Zaved'me si veli¢inu -
Z =",
I,
kterou obecné nazyvame impedance, v obvodu s odporem ji fikdme rezistance X r. Obvodem teée st¥idavy
proud ¢ = I,,, sinwt, pro okamzité napé&ti plati
u = RI,, sinwt = Uy, sinwt,

pro rezistanci tedy plati

Xr=R.

Fazovy rozdil stfidavého napéti a proudu je nulovy.

3.4 Obvod stiidavého proudu s induké&nosti

Pro okamZitou hodnotu napéti plati
di
u = LE = wL coswt = U,, coswt.

Pro induktanci plati

XL =wL.
Idukénost L civky v obvodu st¥idavého proudu zpusobuje fazovy posun napéti pfed proudem o thel
=73
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3.5 Obvod stfidavého proudu s kapacitou

Protoze I = C %, pro okamzitou hodnotu napéti plati

1 1 1
u = ol /idt = 5Im/sinwtdt = ol coswt = —U,, coswt.

Pro kapacitanci plati
1

Xo=—-
¢ W0
Kapacita C kondenzéatoruy v obvodu stfidavého proudu zptisobuje fazovy posun napéti za proudem
o thel p = — 7.

3.6 Vykon stfidavého proudu

Pro okam?zity vykon stfidavého proudu plati
ud@

= = ui.
LT
Je-li fazovy posun napéti za proudem ¢, dostavame postupné pro vykon p = ZI,, sin (wt + ¢) - I;, sinwt =
ZI2, sinwt(sinwt - cosp + coswt - sinp) = ZI%(cos ¢ - sin® wt + 1 sin ¢ - sin 2wt). Periodu p oznaéme T,
potom pro stfedni hodnotu vykonu plati

P:l‘/Tpdt:ZIfn‘cosgo.[l 1 }T ZI;, sing
0

T T " §wt -1 sin 2wt| + T 10

v ZIZ -cosp
= 2m 7PY

|- 2wt
[— cos 2wt] 5

0
Stredni vykon st¥idavého obvodu s rezistanci R je $ RIZ,.

Definice 3.1 Efektivni hodnoty stiidavého napéti U a proudu I nazvéme hodnoty U a I proudu stejnos-
mérného, ktery md v obvodu s odporem stejny vykon jako proud stvidavy
1 1 U,
RI’=-INR, I=—"% U=-—2£
27 V2 V2

Pro st¥edni vykon potom plati B
P =Ulcosp.
3.7 Slozeny obvod stfidavého proudu
Nejprve méjme rezistor, civku a kondenzator zapojeny sériové. Z piedchozich vztahi dostavame pro

napéti

1 1
u = RI,, sinwt + wLI,, coswt — — I, coswt = RI,, sinwt + | wL — — | I,,, coswt.
wC wC

Abychom zjistili amplitudu napéti, zderivujeme jej podle ¢asu apoloZime rovno nule

Rwlycoswt = w (wL — i) Iy, sinwt,
wC
tgwt = La
(WL - 7¢)
t = laurctg; L
w (wL—%)

tg o 1

v 1+tg 2a acosa= V1+tg 2a

Nyni dosadime zpét do vztahu pro napéti. Protoze sina = obdrzime

R

wL—-2= 1 1
Uy = R, —23e) <wL——> RS S
14 R2 wC 14 R2

(waﬁ)z (waﬁ)z
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Pro impedanci obvodu dostavime

ULA ICA
U T
| |
| |
| |
| |
0] ﬁ 0] )_._)_l.
1 UR U IR
(jCV va

Obréazek 3.1: Fazorovy diagram st¥idavy obvod s R, L a C zapojeny sériové a paraleln&
Pro fazovy rozdil napéti a proudu v obvodu najdeme z fazorového diagramu

_UL—UC_UJL—%
- Ur R

Nyni uvazujme obvod, kde jsou rezistor, civka a kondenzator zapojeny paralelné. Pro obvod plati
rovnice, ktera je analogicka s (3.1)
. W o1. 1
I=CU+ =U+ —U.
TROTT
Je-li k obvodu pfipojen zdroj stfidavého napéti U = U, sin wt, pro okamzity proud dostavame

1 1
i= EUm sin wt + <wC - w_L> U, coswt,

tedy pro impedanci obvodu plati

1
Z= \/ 1 132
7+ (Wl - f)
Pro fazovy rozdil napéti a proudu v obvodu najdeme opét z fazorového diagramu, ktery je na obrazku 3.1

_Ic—IL_wC—ﬁ
- Iy R




